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Questao 1: Considere a integral
2 4
I =/ / 2xsin(y?) dy dx (1)
0 Jaz?
a) Esboce a regiao de integracdo no plano zy;

b) Calcule o valor da integral.

Solugao:
A integral interna é dada em relagao a y, envolvendo sin(y?). Como i sin(y?)dy nao possui primitiva expressa
em funcgoes elementares, é necessario inverter a ordem de integragao.

Limites originais (Tipo I):
e < <2
e 27 <y<4

2

A regiao D é delimitada inferiormente pela pardbola y = x° e superiormente pela reta y = 4. Ao inverter

para Tipo II (dzdy), observamos que y varia de 0 a 4 e, para um y fixo, x varia de 0 até a curva x = |/y.

Novos limites (Tipo II):
e 0<y<4

e 0<z< /Yy

Reescrevendo a integral na nova ordem:

I= /04 Voﬁzxsin(gﬁ) daz] dy

Passo 1: Integral interna (em z) Como sin(y?) é constante em relagao a z:
VY
/ 2x sin(y?) do = sin(y?) - [xﬂa/@ = sin(y?) - (y — 0) = ysin(y?)
0
Passo 2: Integral externa (em y)

4
I= / ysin(y?) dy
0

Usamos a substituicao: )
u=1 = du=2ydy = idu:ydy

Mudanga dos limites:
e Sey=0 = u=0

e Sey=4 = u=16



I= sin(u) - - du = - [—cos(u)],
o 2 2

I = —(—cos(16) — (—cos(0))) = %(1 — cos(16))

DN | =

Questao 2: Calcule a integral tripla da fungdo z = /22 + y2 sobre F, onde F é a porgao do espaco que estd
dentro do cilindro 22 + y2 = 16 e entre os planos z = —5 e z = 4.

Solugao: Utilizaremos Coordenadas Cilindricas, dada a simetria da regiao e a fungao integranda.
r=rcosf, y=rsind, z==z

2?24y =r2 dV =rdzdrdf

A funcdo a ser integrada torna-se: f(z,y,2) = V72 =r.
Limites de Integracao:

e O cilindro tem raio 4, logo 0 < r < 4.
e A volta é completa, logo 0 < 0 < 27.
e A altura é delimitada pelos planos, logo —5 < z < 4.

Montagem da integral:

2m 4 4 2m 4 4
Iz/ / / (T)-rdzdrdt?:/ / / r? dz dr df
o Jo J-s o Jo J-s

4
Calculo: 1. BEm z: [* dz=4—(=5)=9. 2. Emr: [} 9r2dr =9 [;}0 = 3(4%) = 3(64) = 192. 3. Em 6:
27 192d6 = 192(2r) = 384r.
Resultado: 384

Questao 3: Considere a seguinte integral

72
=)
onde R é a regido no plano xy que estd fora do circulo 22 4+ y2 = 4 e dentro do circulo z2 + y? = 4y.
a) Defina os limites de integracao da regido usando coordenadas polares;
b) Calcule a integral usando os limites obtidos acima (ou seja, via coordenadas polares).
Solugao:

a)

A regido estd entre o circulo centrado na origem (r = 2) e o circulo deslocado (r = 4sinf). Intersegio:
2=4sinf = sinf=1/2 = 0 € [r/6,57/6]. Limites: § < < 3F e 2 <r < 4sin.

b)

L g2 2 cog?
Funcio: & = =957 0 — o529,
T ks

57/6 4sin 6 1 57/6
I= / cos? § / r2dr| do = 3 / cos® 0(64sin® § — 8)do
™ 2 ™

/6 /6



Separamos em duas partes: [ = A — B.
Parte A: 63—4 J sin® § cos? 0df. Substituindo u = cos 6 e usando sin®# = (1 — cos? #) sin §:

64 [~V3/2 64 11v/3  44V/3
A=— u2(1—u2)(—du)=—~i:i
3 Jya 380 15

Parte B: £ [ cos? 0df. Usando cos® § = 1‘*‘#5(29):

3 4

2 4

810 sin(20)1°° 8z V3\ 8t 2V3
e

/6

Resultado Final (A4 — B):

15 9 5 9

_44\/3_(87r 2\/§>_44\/§+10\/§ 8 18V/3 8
9 3 ) 9

=2
15

Questao 4:

Seja G a porcao da bola x? + y? + 22 < 9, limitada acima pelo cone
z = \/3y/x2 + y2 e abaixo pelo plano xy, representado pela parte mais
escura da figura. Escreva, sem calcular, o volume da regiao G como uma

integral tripla em coordenadas esféricas.

z? +y?
3
esféricas de equacoes 22 + 9% + 22 =4 e 22 + y? + 22 = 9. Considerando que a densidade em cada ponto

b) Considere o sélido S situado dentro da folha de cone de equagdo z = e entre as superficies

P do solido S seja dada pelo quadrado da distancia de P até a origem, expresse, sem calcular, a massa

de S como uma integral tripla iterada em coordenadas esféricas.
a)
Analise das Superficies:

o Esfera: x2+y2+22§9 = p <3

e Cone (Teto): z = /3/z2 + y2.

pcosd = V3(psing) = tan¢ = ¢ =

1 . ™
V3 6
e Plano xy (Chao): 2 =0 — ¢ = 7.

A regido estd entre o cone e o plano xy.

2n  pm/2 p3
V:/ / / p2singdpde do
0o Jxse Jo

2+ 2
e Cone: z=,/53% = %\/aﬁ + 92,

tan(b:\@ — ¢:g

Como é ”dentro” do cone (em torno do eixo z): 0 < ¢ <

iy

o Esferas: 22 + 32 +22 =4 (p=2)ez? +y?+22=9 (p=3).

e Densidade: §(x,y,2) = 22 + y? + 22 = p°.



b)

A integral de massa é [[[ddV:

2r  pm/3 3
M :/ / / (%) - p*sin g dpde db
o Jo 2

2n  pm/3  p3
M:/ / / p*sin ¢ dp de db
0 0 2

Simplificando o integrando:

Questao 5: Calcule

fﬁ~dr
c

onde C é o circulo 22 + 42 = 9 orientado no sentido anti-horario e F = (22 — 42)i + 2.

(2)

Utilizaremos o Teorema de Green, pois C é uma curva fechada simples e F' é diferencidvel em todo o R2.

?{de:z:Jery://D @2—2};)@

o P(z,y)=a?—y?> = %—,1; = -2y
¢ Qy) =z = G2 =
O integrando sera:
%—%Z —(-2y)=1+2

A regidao D é o disco de raio 3 (22 + y? < 9). Usando coordenadas polares:
0<r<3, 0<6#<2m

y=rsinf, dA=rdrdd

27 3 27 3
I:/ /(1+2rsin9)~rdrd0:/ /(r+2r251n0)drd9
0 0 0 0

Integrando em relagao a r:

2 3

27\' 9
:/ <+18sin0> do
0 2

2
9 9

3 2 23 3 2(2
/ (r +2r?sin)dr = [T—l—rsinH} zg—I—ﬂSinH:g—&—lSsinQ
0 . 2" 3 2

Integrando em relagao a 6:

Separando os termos:

2
/ 18sin 0df = 18— cos ]3™ = 18(—1 — (—1)) =0
0

Logo, a resposta final é 97



