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Equacoes Lineares em Algebra Linear

Secao 1.1: Sistemas de Equagoes Lineares

Um sistema de equagoes lineares consiste em uma ou mais equagoes envolvendo as mesmas varidveis. O objetivo
principal é determinar o conjunto solucao, isto é, o conjunto de todas as n-uplas que satisfazem simultaneamente
todas as equagoes do sistema.

e Classificagao de Sistemas: Todo sistema de equagoes lineares possui:

1. Exatamente uma solugdo (sistema consistente e determinado).
2. Infinitas solugbes (sistema consistente e indeterminado).

3. Nenhuma solucao (sistema inconsistente).
e Operagoes Elementares nas Linhas:

1. Substituicao: Substituir uma linha pela soma dela com um multiplo de outra.
2. Troca: Permutar a posicao de duas linhas.

3. Escalonamento (Escalar): Multiplicar todos os elementos de uma linha por um escalar nao nulo.
Exemplo: Considere o sistema:

T, —2x9 = —1
2%1 7495‘2 =3

Ao aplicar a operagao Ly < Lo — 214, obtemos Ox; + 0zo = 5. Como 0 = 5 é uma contradicao, o sistema é
inconsistente (ndo possui solugao).

Secao 1.2: Reducao por Linhas e Formas Escalonadas

Esta segao formaliza o algoritmo de eliminacao de Gauss-Jordan para transformar uma matriz em suas formas
escalonada e escalonada reduzida por meio de operacoes elementares.

Forma Escalonada (REF):

1. Todas as linhas nao nulas estao acima de qualquer linha composta apenas por zeros.

2. Cada entrada principal (pivo) de uma linha estd em uma coluna & direita da entrada principal da
linha acima dela.

3. Todos os elementos abaixo de uma entrada principal sao zeros.

Forma Escalonada Reduzida (RREF): Satisfaz as condigbes da REF e adiciona:

1. O pivo de cada linha nao nula é igual a 1.

2. Cada pivo é o tnico elemento nao nulo em sua respectiva coluna.
e Unicidade: Toda matriz é equivalente por linhas a uma tinica matriz na forma escalonada reduzida.

e Variaveis Basicas vs. Livres: Variaveis correspondentes a colunas com pivd sao bdsicas; varidveis
correspondentes a colunas sem pivo sao livres.



e Teorema de Existéncia e Unicidade: Um sistema linear é consistente se e somente se a coluna
aumentada do sistema nao possui um pivé (ou seja, ndo hé linhas da forma [0 ... 0| b] com b # 0).

Exemplo: Para a matriz na RREF:

1 0 -3 5
01 2 1
00 0 O

As varidveis z1 e o s@o bésicas (colunas 1 e 2 possuem pivo), enquanto x3 é uma varidvel livre.

Secao 1.3: Equacoes Vetoriais

Vetores em R"™ sdo matrizes colunas n x 1. A secdo introduz as operagdes de adi¢do vetorial, multiplicacao por
escalar e a representagao geométrica de combinagoes lineares e do subespago gerado.

e Combinacao Linear: Dado um conjunto de vetores {vi,Vva,...,v,} em R" e escalares ¢,c¢2,...,¢p, O
vetor
y=cvVi+Cve+ -+ CpVy

é uma combinacao linear desses vetores.

e Espago Gerado: Ger{vy,...,v,} é o conjunto de todas as combinagdes lineares possiveis dos vetores
Vi, ..., Vp.

¢ Equivaléncia Fundamental: Perguntar se um vetor b estd no Ger{vy,...,v,} é equivalente a perguntar
se o sistema cuja matriz aumentada é [vy vo ... v, | b] possui solucgo.

Exemplo: Verificar se b = [Z] pertence ao espago gerado por { B] , [_?)J } resume-se a resolver a equagao

o) e [ 2 =[]

vetorial:

Secao 1.4: A Equagao Matricial Ax =b

Associa a multiplicagdo matriz-vetor ao conceito de combinacao linear das colunas da matriz A, unificando
equagoes matriciais, sistemas de equacoes vetoriais e sistemas lineares.

e Definicao de Ax: Se A é uma matriz m X n com colunas aj, as,...,a, e Xx € R™:
T
Ax=[ajay ... a,) | | | =z1a; + 2282 + -+ + x4,
I'Il

e Teorema da Equivaléncia: Para uma matriz A de tamanho m X n, as seguintes afirmacoes sao equiv-
alentes:

1. Para cada b € R™, a equacdo Ax = b tem solucao.

2. Cada b € R™ é uma combinacao linear das colunas de A.
3. As colunas de A geram o R™.
4

. A possui uma posicao de pivo em cada linha.

Exemplo: O produto [1 2} [ 5 } pode ser calculado por combinacao linear das colunas:

Cof-E-R




Secao 1.5: Conjuntos Solugao de Sistemas Lineares

Analisa a geometria e a estrutura algébrica dos conjuntos solugao de sistemas homogéneos (Ax = 0) e nao
homogéneos (Ax = b).

e Sistemas Homogéneos:

— Sempre admitem a solugdo trivial (x = 0).

— Admitem solu¢do nao trivial se e somente se o sistema possuir pelo menos uma variavel livre.

Exemplo: Se a solugao de Ax = 0 é dada por x = x5 [ﬂ , entao o sistema tem infinitas solugoes.

Secao 1.7: Independéncia Linear

Examina a propriedade fundamental que indica se hé redundéncia em um conjunto de vetores.

e Definicdo: Um conjunto de vetores {vy,...,v,} em R™ é Linearmente Independente (LI) se a
equagao vetorial
c1vi+cava+ -+ vp =0
possuir apenas a solugdo trivial (¢; = ¢ = --- = ¢, = 0). Caso contrario, o conjunto é Linearmente
Dependente (LD).

e Caracterizacao de Conjuntos LD: Um conjunto é LD se e somente se pelo menos um dos vetores for
uma combinagao linear dos outros.

¢ Regras de Inspecao Rapida:

1. Vetor Nulo: Qualquer conjunto que contenha o vetor nulo 0 é automaticamente LD.

2. Quantidade de Vetores: Se um conjunto tem mais vetores do que entradas em cada vetor (p > n),
entao o conjunto em R™ é LD.

3. Dois Vetores: Um conjunto de dois vetores é LD se e somente se um vetor for multiplo escalar do
outro.

. 1 |3 , 13 4|1
Exemplo: O conjunto { [2} , [6] } é LD pois [6} =3 {2}

Secao 1.8: Introducao as Transformacoes Lineares

Muda a perspectiva de matrizes como tabelas numéricas estdticas para matrizes como fungoes dindmicas (ma-
peamentos) que atuam sobre vetores.

e Definicao: Uma transformacao 7T : R — R™ ¢ linear se, para todos os vetores u,v € R™ e todos os
escalares c:

1. T(u+v)=T(u)+T(v)
2. T(cu) = ¢T'(u)
e Propriedades Decorrentes:
- T(0)=0
— T(cru+cov) = 1T (u) 4+ 2T (v)

e Transformacao Matricial: Se A é m x n, a funcdo T'(x) = Ax define uma transformacao linear de R™
(dominio) para R™ (contradominio).

Exemplo: Uma transformacio 7 : R? — R? dada por T(x1,72) = (21, —22) representa geometricamente uma
reflexao em relagao ao eixo xj.




Secao 1.9: A Matriz de uma Transformacao Linear

Demonstra que toda transformacao linear T : R™ — R™ pode ser representada por uma unica matriz m X n,
chamada matriz canénica.

e Matriz Canoénica:
A=[T(e1) T(ez) ... T(ey)]

onde e; é a j-ésima coluna da matriz identidade I,,.

e Injetividade (1-para-1): T é injetora se T'(x) = 0 tiver apenas a solugao trivial <= colunas de A sao
LI.

e Sobrejetividade (Sobre): T é sobrejetora se a imagem de T for todo o contradominio R™ <= colunas

de A geram o R™.

Exemplo: Para determinar a matriz de rotacio em R? por um angulo 6 no sentido anti-horario:

rer-rf-[iz]. 7] 5]

cosf —sin 9}

A matriz canonica é A = | .
sinf  cosf

Algebra de Matrizes

Secao 2.2: A Inversa de uma Matriz
Explicagao:

Define o conceito de matriz inversa para matrizes quadradas e apresenta o método sistemético para seu
calculo por meio de operagoes de linha.

e Definicao: Uma matriz A n x n é invertivel se existir A~! tal que:

AAT P =A"tA=1,

Férmula para Matrizes 2 x 2: Se A = [i Z], A é invertivel se e somente se ad — be # 0, e:

1 d —b
ATt =
ad — bc {—C a ]

Propriedades Operatérias:

1. (A)1=4

Algoritmo para Encontrar A~!: Reduz-se por linhas a matriz aumentada [A | I,,]. Se A for invertivel:

[A| L] ~ [L | A7)

Exemplo: Se A = [2 5}, entdo ad — be = 2(3) — 5(1) = 1. Portanto:

13
1[3 -5 3 -5
_1_7 _
4 _1{—1 2}_[—1 2}




Secao 2.3: Caracterizagoes de Matrizes Invertiveis

Apresenta o Teorema da Matriz Invertivel (IMT), que conecta quase todos os conceitos fundamentais
desenvolvidos nos Capitulos 1 e 2 para matrizes quadradas n X n.

Seja A uma matriz quadrada n x n. As seguintes afirmacgoes sao equivalentes (todas verdadeiras ou todas
falsas):

1. A é uma matriz invertivel.
2. A é equivalente por linhas a matriz identidade I,,.

A possui n posigoes de pivo.

L

A equagdo Ax = 0 tem apenas a solucdo trivial.

5. As colunas de A formam um conjunto linearmente independente.
6. A transformacao linear x — Ax é injetora.

7. A equacao Ax = b tem pelo menos uma solugao para cada b € R".
8. As colunas de A geram o R™.

9. A transformagao linear x — Ax mapeia R" sobre o R".

1 0 -2
Exemplo: Para determinar se a matriz A = | 3 1 —2| é invertivel, basta escalona-la. Se obtermos 3
-5 -1 9

pivos, o IMT garante que A é invertivel sem a necessidade de calcular A~! explicitamente.



